












Dissertar

Vale a pena estudar cálculo em um curso de Engenharia? 

 Is it worth studying calculus in an Engineering Degree? 

 ¿Vale la pena estudiar cálculo en una clase de Ingeniería? 

 Ao ingressar no Ensino Supe-

 When entering the Higher 

 Al ingresar en la Educación 

 rior em um Curso de Engenharia, os 
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 lus concepts are a fundamental tool 
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 tará como aplicação o problema dos 

 problem of suspended cables. It will 

 una aplicación el problema de los 
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 be presented as well, why the hyper-
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 hiperbólico de   e cosseno hiperbólico 
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é o precursor do atual Cálculo Integral. Conhecido hoje como método de exaustão (FLEMMING, 2010, p.356), que consistia 
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decisivo. Espalhados pela Europa do século XVII, em sua maior Introdução

parte fora das escolas, havia um grupo de cientistas ativos que se As atuais aplicações do Cálculo têm raízes antigas. Essas 

empenhavam em dar continuidade aos trabalhos matemáticos de 

raízes estão fi ncadas na Grécia, com a invenção de um processo Galileu e Kepler. Por meio da troca de correspondência e de via-para a determinação de áreas, volumes e centros de gravidade que gens, estes homens mantinham entre si estreito contato. 
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Dois problemas centrais chamavam sua atenção. Em pri-

Fig. 1 − Linhas de energia elétrica entre vários postes. 

meiro lugar, o problema das tangentes: determinar as retas tangentes a uma curva dada, o problema fundamental do Cálculo 

Diferencial. Em segundo lugar, o problema da quadratura: determinar a área dentro de uma curva dada, o problema fundamental do Cálculo Integral. O grande mérito de Newton e Leibniz foi o de terem identifi cado claramente a estreita associação entre estes dois  problemas.  Nas  mãos  deles,  os  novos  métodos  unifi cados tornaram-se poderosos instrumentos da Ciência. Boa parte do sucesso foi devido à maravilhosa notação simbólica inventada por Leibniz. Seu feito não é de forma alguma desvalorizado pelo fato de que estava ligado a ideias nebulosas e insustentáveis capazes de perpetuar uma falta de compreensão precisa em mentes que 

preferiam o misticismo à lucidez. Newton, sem dúvida alguma o maior cientista, parece ter-se inspirado principalmente em Isaac Barrow (1630-1677), seu professor e predecessor em Cambridge. 

Leibniz aproximava-se mais de um diletante; brilhante 

As funções hiperbólicas aparecem frequentemente na Ma-

advogado,  diplomata  e  fi lósofo,  uma  das  mentes  mais  ativas  e temática Aplicada  . Estas funções, as quais aparecem em várias versáteis de seu século, havia aprendido a nova matemática em aplicações da Engenharia, têm muitas propriedades em comum 

um tempo incrivelmente curto com o físico Christian Huygens 

com as funções trigonométricas. E, segundo, S. E. Lindsay (1920): (1629-1695) quando visitava Paris em missão diplomática. Logo Engenharia é a prática da aplicação segura e econômica das em seguida publicou resultados que continha o núcleo do Cálculo leis científi cas que governam as forças e materiais da Natureza, Moderno. Newton, cujas descobertas tinham sido feitas muito an-através da organização, design e construção, para o benefício da tes, era avesso à publicação. Newton e Leibniz foram os maiores humanidade.  Ou seja, como por exemplo, aqui no Brasil, temos matemáticos de todos os tempos e tiveram um fi nal de vida bem a Ponte Juscelino Kubitschek (fi gura 2), um dos pontos turísticos diferente um do outro. “Tanto Newton como Leibniz indubita-de Brasília, a qual foi utilizada a equação 

para 

velmente foram ambos que lançaram as linhas mestras do atual determinar a curvatura. 

Cálculo”. Newton fundamentava suas ideias na cinemática e Lei-Fig. 2 − Ponte Juscelino Kubitschek. 

bniz na geometria. O cálculo de Newton era mais susceptível de ser tornar rigoroso, mas em compensação o de Leibniz era mais operacional. Nenhum deles sequer sonhava com os “ ” e “  ” da atual teoria dos Limites. Jean-le-Rond d’Alembert (1717-1790) foi o primeiro a interpretar a ideia de Derivada usando a Teoria dos Limites, isso pelos meados do século XVIII, quando os mé-

todos do Cálculo já estavam bem desenvolvidos, graças aos esforços de vários sábios, dentro os quais se destacam: Bernoulli e Euler. A Teoria dos Limites mesmo, numa forma bem estrutura e útil ao desenvolvimento da Análise Matemática, só foi acontecer a partir de 1815. 

Hoje, podemos dizer que o Cálculo é uma compilação de 

ideias, que oferecem uma forma de ver e de analisar o mundo físi-co. Como em todas as disciplinas matemáticas, o Cálculo envolve equações e fórmulas (HOWARD, 2000, p. 5). Então, frequentemente, o Cálculo tem um grande impacto em nossa vida diária. 

Um exemplo é no Estudo das Funções Hiperbólicas, que surgem 

Cabos suspensos: um problema de aplicação na engenharia

nos movimentos vibratórios, dentro de sólidos elásticos, e, mais Este problema foi proposto, inicialmente, por Leonardo 

genericamente, em muitos problemas nos quais a energia mecâ-

da Vinci (1452-1519) e Galileu Galilei (1564-1642) interpretou-o nica é gradualmente absorvida pelo meio ambiente. Elas também erradamente, supondo ter encontrado outra aplicação da parábo-aparecem quando um cabo fl exível e homogêneo é suspenso en-

la na curva de suspensão de uma corrente ou cadeia ( catenária) tre dois pontos, como as linhas telefônicas ou de luz entre dois fl exível. Galileu resolveu o problema da Ponte Pênsil: a forma de postes, como mostra a fi gura 1. Tais cabos formam uma curva um cabo sem peso, suportando uma carga uniformemente distri-chamada catenária (em latim, catena signifi ca “carrente”). Os ro-buída horizontalmente. A catenária revelou-se a curva cuja equa-manos usavam a catena para prender cachorros. 

ção, 

é, ou seja, 

, onde   é uma constante 

cujo valor depende dos parâmetros físicos da corrente – sua densidade linear (massa por unidade de comprimento) e tensão com a qual ela é segura. Para determinar a forma de um cabo suspenso 74
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 Carlos Alberto Martins de Assis e Alexandre José Miranda Antunes  Dissertar sob a ação de seu próprio peso, tal como um cabo telefônico sus-bert (1728-1777), nascido em Mulhouse (Alsácia), então parte penso entre dois postes, devemos resolver a equação diferencial do território suíço, e um pouco mais novo que Alexis Claude 

não linear  

, onde   é densidade linear e   a tensão. 

Clairaut (1713-1765) e Jean-le-Rond d’Alembert (1717-1790). 

O leitor que estiver interessado em pesquisar alguma demons-

Hoje, Lambert é conhecido por várias atribuições. Uma delas é a primeira prova, apresentada em 1761 à Academia de Berlim, de tração de que o cabo toma essencialmente a forma do gráfi co de que   é um número irracional. Entre d’Alembert e Clairaut havia um cosseno hiperbólico, o mesmo, deverá consultar a referência uma rivalidade científi ca que muitas vezes raiava a inimizade. 

bibliográfi ca (ZILL, 2011, p. 23). 

Leonhard Euler (1707-1783) foi o homem que depois de 

Em 1690, James Bernoulli chamou a atenção sobre esse 

Newton é o mais mencionado pelos seus trabalhos em favor de 

problema, e um ano depois, ele era resolvido por Leibniz, Huy-matemática clássica, ele atuou em diversos campos como a análi-ghens e Johann Bernoulli, irmão de James. Foi Leibniz que deu se, teoria dos números, mecânica, hidrodinâmica, cartografi a, to-o nome de  catenária à curva ocupada pelo cabo. Anos depois, pologia e teoria do movimento lunar. Leonhard Euler nasceu em Johann Bernoulli escreve uma carta para um amigo, cheio de sa-Basileia em 1707, fi lho de um pastor luterano e que também pela tisfação por ter resolvido o problema da catenária antes de seu vontade do pai seguiria também o sacerdócio. Mas seu pai, Paul irmão. Um trecho da carta diz: “Os esforços de meu irmão não Euler era também versado em matemática, assunto que estudara tiveram sucesso; eu fui mais feliz, pois tive a habilidade (digo sob a tutela de Jakob Bernoulli. Os Bernoulli (foi uma família isso sem presunção, porque deveria eu esconder a verdade?) de que dominou o cenário matemático da Europa nos últimos anos 

resolver o problema e reduzi-lo à retifi cação da parábola. É ver-do século XVII e durante a maior parte do século XVIII), também dade que isso me fez trabalhar durante uma noite. Isso represen-tinham certa infl uência na decisão de Paul ao apoiar seu fi lho a tou muito naqueles dias e para minha pouca idade e experiência, estudar matemática. O irmão de Jakob, Johann, deu lições parti-mas na manhã seguinte, transbordando de alegria, corri até meu culares de matemática ao jovem Euler e convenceu Paul a deixar irmão, que ainda estava lutando miseravelmente, com o nó gór-o fi lho seguir a própria vocação. Em 1720, Euler ingressou na dio sem chegar a lugar nenhum, sempre pensando como Galileu 

Universidade de Basileia, onde se graduou em apenas dois anos. 

que a catenária era uma parábola. Pare! Pare! Disse-lhe eu, não A primeira aparição do número   foi em um de seus trabalhos 

se torture mais, tentando provara identidade de uma catenária e publicado em 1736 no qual ele estabeleceu as fundamentações 

de uma parábola, pois isso é inteiramente falso. A parábola serve da mecânica analítica.  Não existe um consenso geral da escolha na construção da catenária, mas as duas curvas são tão diferentes de Euler para simbolizar o número 

, que é igual a  . De 

que uma é algébrica e a outra transcendente”. 

acordo com alguns pontos de vista, Euler era um homem modesto Em nosso século a catenária foi imortalizada em um dos 

demais para dar a um número a primeira letra de seu nome, pre-monumentos arquitetônicos mais importantes do mundo, o Ga-

sumi-se que ele tenha decidido por causa da palavra exponencial teway Arch (Arco do Portal) em St. Louis, Missouri. Projetado começar com  . No entanto, Leonard Euler em 1737 mostrou 

pelo arquiteto Eero Saarinen e terminado em 1965, tem a forma que   é irracional. A sua transcendência (não pode ser uma solu-exata de uma catenária invertida (fi gura 3), seu topo erguendo-se ção para uma equação polinomial com coefi cientes inteiros) foi 630 pés (192 metros) acima das margens do rio Mississipi. 

publicada em 1873 por um matemático francês, chamado Char-

les Hermite (1822-1901) num ensaio de mais de trinta páginas. 

Fig. 3 – Estrutura do famoso arco Gateway em St. Louis. 

Euler, com cerca de 700 trabalhos, entre livros e artigos, é sem dúvida o mais prolífi co e versátil matemático de todos os tempos. Os originais que deixou com a Academia de S. Petersburgo ao morrer eram tantos que sua publicação só foi concluída 47 

anos depois. E diga-se que Euler perdeu a visão em 1766, o que obrigou, a partir de então, a ditar suas ideias a algum fi lho ou a secretários. Para julgar um gênio, só outro gênio. E Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) dizia a seus alunos: “Leiam, leiam Euler, ele é o nosso mestre em tudo”. 

O tratamento que Euler deu para as funções circu-

lares, Lambert fez o mesmo para as funções hiperbólicas, for-necendo conceitos e notações modernas. Comparações entre as 

coordenadas do círculo 

e da hipérbole 



tinham fascinado os matemáticos por um século. E, em 1757, o jesuíta italiano Vincenzo Riccati (1707-1775), sugeriu um desenvolvimento das funções hiperbólicas. Ricatti pertencia à outra família de matemáticos, embora não tão prolífi ca quanto à dos Um passeio histórico sobre o surgimento das funções hiper-Bernoullis. Seu pai, o Conde Jacopo Ricatti (1676-1754) estu-bólicas

dara na Universidade de Pádua e fez muito para disseminar o 

A primeira pessoa a publicar um estudo completo sobre 

trabalho de Newton na Itália. Os seus dois outros fi lhos, Giorda-as funções hiperbólicas foi o matemático Johann Heinrich Lam-no (1709-1790) e Francesco (1718-1791), também se tornaram 
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matemáticos bem-sucedidos. Vincenzo Riccati era fascinado pela semelhança entre as equações 

e 

, que 

Área =



são, respectivamente, da hipérbole equilátera e do círculo uni-tário. Vincenzo começou a estudar as funções hiperbólicas, na Agora 

para 

calcular 

a 

integral 

indefi nida

qual culminou no seu próximo livro “Opusculorum ad res physic a setmathematicas pertinentium (1757-1762)”. Posteriormente, 

, utilize a seguinte fórmula de recorrência 

publicou o livro “Institutiones Analyticae” juntamente com Gi-que consta 

rolamo Saladini (1731-1813), em 1765 foi publicado volume 1 

e em 1767 o volume 2. Este livro relata as fórmulas de adição e na Tabela de integrais da referência bibliográfi ca (THOMAS, 2002, subtração das funções hiperbólicas. Em 1775, Vincenzo faleceu p.658). Daí, temos que 

. 

em sua cidade natal, na qual foi enterrado ao lado de seu pai, no túmulo da família na catedral. Assim, Lambert introduziu as notações 

, 

e 

para os equivalentes hiperbólicos 

Utilizando o Teorema fundamental do Cálculo para resol-

das funções circulares da trigonometria e popularizar a muito útil ver a integral defi nida 

, fi ca

trigonometria hiperbólica. 



Lambert foi um matemático de alto quilate. Filho de um 

alfaiate pobre foi em grande parte um autodidata. Conta-se que lhe perguntaram em que ciência ele era mais competente, daí 

ele respondeu brevemente: “Todas”. Por curto período de tempo Lambert foi colega de Euler na Academia de Berlim e escreveu trabalhos sobre Cosmografi a, Geometria Descritiva, Cartografi a, Lógica e Filosofi a da Matemática. Morreu no ano de nascimento Com efeito, a área do setor hiperbólico resulta em 

de Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855). 

(III) . Note que 

, o que 

implica em anular parte dessa expressão. Dessa forma, temos 

Funções hiperbólicas: as fórmulas

. Finalmente, teremos

Para apresentar as fórmulas que mostram o porquê das 

. 

funções seno hiperbólico de   e cosseno hiperbólico de   serem defi nidas  usando,  respectivamente,  as  expressões  exponenciais Portanto, conforme adotado em (I), temos que 

e 

, serão utilizadas as noções de Cálculo integral 

como ferramenta fundamental para esta explicação. Com efeito, 

. 

considere o ramo direito da hipérbole equilátera da fi gura 4 situa-da no plano cartesiano real de equação 

. 

Analogamente para encontrar o 

,  tome em (III), 

. Com efeito, 

. O que acarreta em 

. 

Fig. 4 – Um ramo da hipérbole equilátera. 

Logo, conforme adotado em (II), temos que 

. 

Convém destacar que Ricatti observou a seguinte identi-

dade, 

. Observe que a letra   nas fun-

ções hiperbólicas não exerce o papel de ângulo, assim como no caso das funções circulares. Podemos notar que, exceto, pelo sinal de menos no segundo termo, ela é análoga à identidade trigonométrica 

. A identidade observada por 

Ricatti pode ser facilmente demonstrada. Para isto, basta elevar ao quadrado ambos os membros de 

e 

. Depois subtraia os resultados e use as identidades 

e 

Assim, observando a fi gura acima, tome 



(I)   e 

(II). Com efeito, temos que ponto B 

. E, para mostrar a fórmula que defi ne a 

, observe que, 

tem coordenadas reais 

e o mesmo, pertence ao ramo di-

. 

reito da hipérbole eqüilátera de equação 

, ou seja, 

. E analogamente, temos: 

. Re-

presentando a área do setor hiperbólico OFDB por   , temos que 76
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DIACU, F.  Introdução a Equações Diferenciais: teoria e aplica-E, para responder a pergunta “Vale a pena estudar Cálculo 

 ções.  Rio de Janeiro: LTC, 2012. 

em um Curso de Engenharia?”, apresento o que o Comitê de Cer-tifi cação de Engenharia e Tecnologia dos Estados Unidos (1982) EVES, H.  Introdução à História da Matemática,  tradução: Hygi-afi rmou: Engenharia é a profi ssão na qual o conhecimento das no H. Domingues, São Paulo: Editora da Unicamp, 2004. 

ciências matemáticas e naturais, obtido através do estudo, experiência e prática, é aplicado com julgamento no desenvolvimento FLEMMING, D. M. e GONÇALVES, M. B.  Cálculo A, São Pau-de novos meios de utilizar, economicamente, os materiais e for-lo: Editoras: Makron Books, 2010. 

ças da Natureza para o benefício da humanidade. 

Assim, podemos observar, pelos exemplos aqui apresenta-

HOWARD, A.  Cálculo: um novo horizonte, Porto Alegre: Editora dos, que a inclusão de conceitos do Cálculo Diferencial e Integral Bookman, Vol. 1, 2000. 

em cursos de Engenharia, proporciona aos alunos uma melhor 

preparação no ensino superior, uma vez que ilustraria a interdis-IEZZI, G.; DOLCE, O.; MURAKAMI, C.  Fundamentos de Ma-

ciplinaridade, além de propiciar de forma mais ampla e natural temática  Elementar. São Paulo: Atual Editora, volume 8, 1993. 

à aprendizagem desses conteúdos, visto que alguns conceitos de Cálculo poderiam ser apresentados de forma mais generalizada e LARSON, R. E.; EDWARDS, B. H.; HOSTETLER, R. P.  Cál-contextualizada. 

 culo com Geometria Analítica, Rio de Janeiro: Editora LCT, Vol. 

Quando as ideias do Cálculo são dominadas, teremos 

1, 1998. 

ferramentas para ir além do que já foi feito. Partindo desse princípio, a demonstração instrutiva e acessível ao leitor, apresentada LETHOLD, L.  O Cálculo com Geometria Analítica, São Paulo: neste artigo, visou dar um suporte adicional para alunos e pro-Editora Habra, Vol. 1, 2010. 

fessores no que diz respeito ao ensino das funções hiperbólicas. 

No que diz respeito à catenária, a mesma, possui um papel muito MAOR, E.   :  A História de um Número, Rio de Janeiro: Editora importante tanto na história do Cálculo quanto em sua utilidade Record, 2004. 

em obras de engenharia e arquitetura. 

Trabalhos futuros que poderão surgir são a comparação da 

MUNEM, M. A. e FOULIS, D. J.  Cálculo, Rio de Janeiro: Edito-trigonometria hiperbólica com a trigonometria esférica, e mostrar ra Guanabara, Vol. 1, 1982. 

mais uma vez, que o ensino de Cálculo é de extrema importância para um engenheiro. 

MACHADO, N. J.  Noções de Cálculo.   São Paulo: Editora Sci-pione, 1989. 
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Dissertar Errata

Errata

Texto referente ao artigo Resolvendo Problemas de Juros 

Compostos utilizando a Regra da Falsa Posição Dupla: um res-

gate histórico pulicado na edição anterior da Revista Dissertar. 

Autor: 

 Carlos Alberto Martins de Assis

 Mestrando em Matemática Aplicada pela FGV/RJ, 

 Especialista em Matemática pela UFF-Niterói, Professor Auxiliar I da Estácio de Sá – Campus Cabo Frio. 

 E-mail: carlosalbertodeassis@gmail.com

A Regra da Falsa Posição Dupla Χ A Notação Moderna

Para mostrar que a regra da falsa posição dupla e a notação 

moderna, ambos apresentam a resposta bem aproximada com um 

erro bem pequeno, vamos calcular até a sexta casa decimal, o valor de   t  no problema 1 de equação 

situado entre 

os valores “falsos” 69 e 70. 

Sua solução fi ca:

Para 

⇒



e 

⇒

. 

Então, a corda tem extremidades (69 ; – 0,0131055758 ) e ( 70 ; 0,0067633684 ). Assim, a aproximação procurada é:

Observe que o erro obtido foi bem pequeno, cerca de 

0,0016%. 

Agora, para o problema  2, vamos calcular até a sé-

tima casa decimal, o valor de   i   na equação 

situ-

ado entre os valores “falsos” 0,18 e 0,19. Isto é, para 



⇒  

e 

⇒ 

. Então, a corda tem 

extremidades ( 0,18; – 0,06122224 ) e ( 0,19 ; 0,00533921). No-vamente, o valor da aproximação procurada será: 

. 

Portanto, 

ao tri-

mestre. Observe que o erro obtido foi de aproximadamente  . Na resolução do problema 3, o raciocínio é análogo. Considere os seguintes valores “falsos” 0,4699 e 0,4700. 
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